prof. Cristescu Felicia ~ TEME RECAPITULATIVE PENTRU SUBIECTUL al II-lea BACALAUREAT SI TESTE PROPUSE

TEME RECAPITULATIVE

PENTRU SUBIECTUL al II-lea BACALAUREAT

MATRICE
Definitie: Fie M = {1;2; ... ;m}; N={1;2;...,n}. O aplicatie A : M x N—>C, A(i,j) = a; ;
a,,a,...4,,
A, 8,y ...a,, )
A= se numeste matrice,
a, a.,,..a,,

Notatie: A € M i, 1 (C), A:(aij )iz I,m :
j=Ln

Cazuri particulare
Matricea patratica

Matricea patratica este matricea in care numarul de linii este egal cu numarul de coloane m =

a, a, ... a

n

a21 Cl22 ...a2
AEMn,n(C) :Mn(c); A:

n

a, a,,..d

nl

Elementele : ai1, a2, . . ., ann — formeaza diagonala principala, iar elementele : ain, a2n-1, . .

formeaza diagonala secundara.
Matricea nula

0
Matricea nula este matricea in care toate elementele sunt 0; O,eM 2 (C): O» :[ 0 Oj s

0;eM;(C): O3=

(=R el e
(=l el -]
(=Rl

Observatie: Matricea nula poate fi si dreptunghiulara.

Matricea unitate

n:

., dnl —

Matricea unitate este matricea in care elementele de pe diagonala principald sunt 1, iar celelalte elemente

sunt 0;
Exemplu: L,e M2 (C):
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1 0 O

Iz=[1 Oj; LeM;3;(C): Ii=|o 1 0]
o 1
0 0 1

OPERATII CU MATRICE
Adunarea matricelor
Fie matricele AeM nn(C), BEM nn(C), A+B=C, =CeM nn(C), cjj=aj+ bj,

i=1Lm ,]j= 1,n (se aduna pozitiile omoloage din cele doud matrice).

Proprietati

1) asociativi: (A+B)+C=A+B+C), V A,B,Ce M s (C);

2) comutativai: A+B=B+A, V A,B e M nn(C);

3) elementul neutru: 30 m n € M nn(C) astfel Incat: A+ O mn=Omnt A=A, VA € M nn(C);
4) elementul opus: Imatricea — A € M mn(C), astfel incat: A + (-A)=(-A) + A=0 m,n,

VA eMmna(C).

inmultirea
n

Fie matricele : Ae M mn(C); Be M, (C), =Ce M np (C), si A*B=C, Cij = Z aikbkj ,
k=1
i=1,m ,j= 1,p (se inmultesc elementele de pe linia din prima matrice, fiecare cu omologul lui de pe

coloana din a doua matrice, iar produsele obtinute se aduna si rezultatul se scrie pe pozitia
corespunzatoare liniei si coloanei utilizate).

Proprietati
1) asociativa: (A*B)*C=A*(B*C), VAeM nn(C),vBeM ,,(C), VCeM p4(C);
4) elementul simetric — matricea inversi: 3 matricea: A~! e M ,(C) astfel incat:
A*AT=A"T*A=1,. VA eM )
5) distributivitatea:
DA*B+C)=A*B+A*C, VAe M nn(C), VB, Ce M, (C),
M A+B)*C=A*C+B*C, VA,Be M nu(C), V Ce M, (C).

Inmultirea matricelor cu scalari

Fie Ae M mn(C),a €eC, =Be M mn(C),unde B=aA, bj=aajj, i=Lm ,j= LI,n.
Proprietati

I) a(A+B)=aA+aB, VA, Be M nu(C), V aec C,

2)(a+b)A=aA+bA, VAe M nu(C), Va,b e C.

3)a(AB)=(aA)B=A (aB), YA, Be Mma(C), ¥ a € C.
4)(ab) A=a (bA)=b(aA), VAe M nn(C), v a,be C;
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Transpusa unei matrice

Transpusa unei matrice este acea matrice in care liniile matricei initiale devin coloane si invers:
fie matricea Ae M mn (C),

Ay yp e Ay a,,a, ...,
A1 @y -8y, CIPIC ST
A=l atunci: ‘A = , '"A eMum(C);
aml amZ"'amn aln a2n"‘amn
Proprietati

1)'(aA)=a'A, VAe M nn(C), V acC;
2)'(A+B)='A+'B, VA, B € M mn(C),
3)'(AB)='B'A, VA,B e M ma(C),

Urma unei matrice

Fie matricea patratica A € M , (C). Urma matricei A este suma elementelor de pe diagonala principala:
Urma unei matrici se noteaza

TrA= iaii ,
i=1

Observatie : Tr ( sau tr ) este prescurtarea de la trace din engleza.

DETERMINANTI

Observatie : Determinantul unei matrice poate fi calculat numai pentru matricele patratice.
Determinantul de ordinul doi

‘ ‘ apdp a;,ay,
Fie matricea A = ,A eMy(C), det(A)= =aj ax» —an azl.
dyay Ay @y

Determinantul de ordinul trei

a;;a;, gy
Fie matriceca A= | 85,35 a5 [, A € M3(C),
A3 Ay a4,
a;;appap

det (A)=| 321 822 Ap3|=ay; axp a33 +az1 as2 @13 + a3 a12 a3 — a13 a2 @31 — A3 A32 a1 — A21 A21 A33.
a3 a3 a3;
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REGULA LUI SARRUS

Calculul determinantului cu Regula lui Sarrus se face astfel:

se copiaza primele doua linii apoi se calculeaza cele trei produse posibile ,,dupa” diagonala principala, care
se aduna — cu semnele lor — si analog se calculeaza cele trei produse ,,dupa” diagonala secundara, care se
scad (atentie la regula semnelor):

all alz al3
det (A)= |3, @y ay| =aj; ax azz +az; a2 a3 +asr a2 a3 — a3 a2 a3 — a3 a2 aj; — az1 al2 as3.
A3 ds dgs

ai1 a2 a3
a1 a2 a3

REGULA TRIUNGHIULUI

Calculul determinantului cu Regula triunghiului se face astfel:

determinantul de ordin trei are in dezvoltarea sa sase termeni, trei cu semnul plus si alfi trei cu semnul
minus. Primul termen cu plus se gaseste inmultind elementele de pe diagonala principala, iar ceilalti doi,
inmultind elementele situate in varfurile celor doua triunghiuri care au o latura paraleld cu diagonala
principala. Dupa aceeasi reguld, referitoare la diagonala secundara, se obtin termenii cu minus.

all a12 al3
det (A)=|321 85 Ay se calculeaza astfel:
a3l a32 a33
Ay Ar A3 311/,%12 a;
A &,5-a 53 agx a>v d 3
\ \
A3 dsz; Asy Az dj dag

/ \

det (A) =ai1 ax2 a3z +az1 @32 a13 +as1 a2 @23 — a3 a2 a31 — a3 a32 a1l — a1 a12 a33.

Observatie : Atat regula lui Sarrus cat si regula triunghiului se aplica numai determinantilor de ordin 3.
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Determinant Vandermonde

I 1 ..1

aO al an

oy . 2 2 2
Definitie: Determinantul de forma : |2, a; ...a, |=(ao— a1)(ao— a2)'....(an—1— an) — se numeste

n n n

a, a, ...a,

determinant Vandermonde;
Minorul unui determinant

Definitie: Determinantul care se obtine din cel initial prin suprimarea (eliminarea / stergerea) liniei i si
a coloanei j se numeste minorul d; j al determinantului initial.

Complementul algebric al unui determinant

Complementul algebric al unui determinant este minorul luat cu semn: 6ij = (=)™ dij.
Dezvoltarea unui determinant dupa o linie (coloani) cu ajutorul complementilor algebrici

Exemplu: Dezvoltarea determinantului de ordinul trei dupa linia a doua:

Anfnfn dppays TSR d;pap
_ + + +
a, @y ay| = (1" ay +(-1)*? ax +(=1)"7 an :
d, a d,, a
32 %33 31 %33 31 32
a3 Ay Asz

Proprietatile determinantilor

1) Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricei transpuse;

Observatie: Proprietatile urmatoare enuntate pentru linii sunt valabile i pentru coloane;

2) Determinantul unei matrice care are toate elementele unei linii 0 este nul;

3) Daca inmultim toate elementele unei linii dintr — o matrice cu un numar, determinantul matricei se
inmulteste cu acel numar;

Observatie: Proprietatea nr. 3 se utilizeaza la darea de factor comun intre elementele unei linii pentru
usurarea calculelor;

4) Daca intr-o matrice la elementele unei linii se aduna elementele corespunzatoare unei alte linii
inmultite cu un numar, valoarea determinantului nu se schimba;

Observatie :Aceastd proprietate (nr. 4) este eficientd pentru matrice de ordin mai mare decat 3 (se
formeaza cat mai multe ,,elemente” de 0) pentru a aplica dezvoltarea dupa o linie (coloand) cu ajutorul
complementilor algebrici .

5) Daca o matrice are elementele a doua linii proportionale (egale) atunci valoarea determinantului este 0;
6) Daca schimbam intre ele elementele a doua linii, atunci valoarea determinantului isi schimba semnul.
7) Determinantul produsului a doud matrice este egal cu produsul determinantilor celor doud matrice:
det(AB) = det(A) det(B) = det (A1A2 ... An) =det(A1) det(A2). . . det(An) si det (A™) =[det(A)]".

8) Daca elementele unei linii sunt o combinatie liniard a elementelor altor linii atunci determinantul

este 0.
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Inversa unei matrice

TEME RECAPITULATIVE PENTRU SUBIECTUL al Il-lea BACALAUREAT SI TESTE PROPUSE

Definitie: O matrice patratica A se numeste nesingulara respectiv singulara daca determinantul
matricei A este nenul (det A#0) respectiv nul (det A=0).

Mod de lucru

Fie matricea patraticd A € M, (C), pentru determinarea matricei inverse se parcurg urmatorii pasi:

1) se calculeaza: det A, daca det A # 0 se trece la pasii urmatori;
2) se obtine matricea transpusa: ' A;
3) se calculeaza: complementii algebrici din 'A notati cu Ajj;

4) se determini matricea adjuncti: A" = (Aij);
5) Atunci3 matricea inversi: A '=_ 1

det(A)

“A" astfel incat: A- A '=A"1 A=1I.

APLICATII ALE DETERMINANTILOR iN GEOMETRIE

Ecuatia dreptei determinata de punctele A(x1,y1) si B(x2,y2) scrisd sub forma de determinant este:

x y 1
x1 Y1 150
X2 Y2 1
Punctele A(x1,y1), B(x2,y2) si C(x3,y3) sunt coliniare daca:
x1 y1 1
X, Y2 11=0
x3 y3 1
Aria suprafetei triunghiulare ABC este:
1 xp yp 1
SaBc= E'|A|, unde A= [x, y, 1f.
x3 y3 1

SISTEME DE ECUATII LINIARE

Forma generala

a, X, +a,x, +..+a, X, =b, apa,..a),
a,X,+a,X,+..+a, X, =b, Ay 8p .08y,

(S) ; A= — matricea sistemului ;
a,X +a,X,+..+a, X, =b_ a,,8,,.4,,
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SISTEM CRAMER
Sistemul (S) este compatibil determinat sau sistem Cramer dacd: m =n . Notdm: det A= A;

in coloana k, a matricei A, inlocuim coeficientii necunoscutei k cu termenii liberi si obtinem determinantul
Ak

a, ..b .. a,
a,, ...b, ... a,, A,
Ax=|.. .. ... .. | atuncisolutia sistemului (S) este : X« =_A k=1,
anl bn ann
——
coloana k

ECUATII MATRICEALE

1) Ecuatia : A-X =B, dacd 3 matricea: A™' —are solutiade forma: X=A"1"B;

2) Ecuatia : X-A = B, dacd 3 matricea: A~' = are solutia de forma: X=B- A ;

3) Ecuatia : A-X'B =C, dacd 3 matricele: A~!, B~ — are solutia de forma: X=A1"CB!;
Observatie: Daca exista un sisteme de ecuatii liniare cu n necunoscute

a X, +a, x, +.+a,x, =b

Ay X, + Ay X, +...4+a, X, =b, . .
(S) acesta se poate scrie sub forma matriceald A-X = B, unde:

a,x,+a,x,+..+a,x =b

a, a,... 4, b, X

ay Ay, -4y, b, X,
A= . B= si X=

anl an2"'ann bn ‘xn

LEGI DE COMPOZITIE

Fie legea de compozitie ,,* ” , * : M x M — M, care la perechea ordonata (x,y) din produsul
cartezian M x M 1i asociaza elementul x*y din M. Notatie (x,y) —>x*y

Tabla unei legi de compozitie ( Tabla lui Cayley )
Fie M = { a;, a,...,an} o multime finitd cu n elemente. Actiunea unei legi de compozitie ,,* ” pe M
poate fi descrisa prin tabla Cayley a operatiei ,,* ”.

* laj a2 ... @j... an
a :

a2 :

T I ai*a;

dn
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Parte stabila

Definitie: O submultime nevidd H < M este o parte stabila in raport cu legea de compozitie ,,* ”
dacd: vx,yeH, = x*y eH.

Proprietati

Fie legea de compozitie ,,* 7, * : M xM—>M,

1) asociativa: (x*y)*z = x*(y*z), vX,y,z eM;

2) comutativa : x*y = y*x, vX,y e M;

3) admite elemnt neutru daca: Jee M astfel incat: x*e=e*x=x, vxeM;

Observatie : Elementul neutru, daca exista, este unic.

4) o lege asociativa si cu element neutru are elemente simetrizabile daca existd x’ € M astfel incat :
x*¥X’=x"*x=e, vxeM;

Observatie: Daca x, ye M sunt simetrizabile in raport cu legea de compozitie ,,* ” (asociativa si cu
element neutru), atunci x*y si X’ sunt simetrizabile — si au loc relatiile:

a) (x*y) =y™*x’;

b) (x’) =x;

¢) elementul simetric—daca existd este unic pentru fiecare element in parte.

CLASE DE RESTURI MODULO n

~ A~

Fie neN, n>2, Z,={0,1,2,...,n—1}

Operatii in Zn.
Adunarea
AT X In=Tn, 8+ L=a®B V&, Be Zn,unde ®: Zx Z—>Z, a®B = (a + ) mod n, numiti
adunarea modulo n.

inmultirea

70X In=Tn, 8 f=a QB;V&,Be Znunde ©:ZxZ—>Z,a O B =(a - f) mod n, numiti
inmultirea modulo n.

Proprietati

1),,® ” este asociativd, comutativa, admite pe 0 ca element neutru si pe n — a (atentie : n —a are
2 9
»caciula” care n-a putut fi concretizata ) element opus.

2) ,,® ” este asociativa, comutativd, admite pe 1 ca element neutru si atunci cand n este numar prim
admite element simetric.

3) are loc distributivitatea inmultirii fatd de adunare:a @ (b ® ¢)=a ®b®a ® &,V 4,b,¢& € Zn
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Monoid

Fie multimea M# J si legea de compozitie ,.* ”, * : M x M— M, (x,y) = x*y, multimea M
impreund cu legea de compozitie ,,*” formeaza o structurtad de monoid daca verificd proprietatile:
1) asociativa: (x*y)*z = x*(y*z), vXx,y,zeM;

2) elementul neutru: 3e¢<M astfel incat: x*e =e*x =x ,vxeM,;

Notatia pentru monoid este : (M,* ).

Observatie: Daca legea de compozitie ,,*” este comutativa: x*y = y*x, v X, ye M, atunci monoidul
(M,*) este monoid comutativ.

GRUP

Fie multimea G# & si legea de compozitie ,,*”, * : G x G— G, (x,y) = x*y, multimea G impreuna
cu legea de compozitie ,,*” formeaza o structurta de grup daca verifica proprietatile:

1) asociativa: (x*y)*z = x*(y*z), vx,y,zeG;

2) elementul neutru: 3 e G astfel incat: x*e =e*x =x ,vxeG;

3) toate elementele sunt simetrizabile: v xe G, 3x’eG astfel incat: x * x’ =x" *x =e.

Notatia pentru grup este : (G,*).
Observatie: Daca * este comutativd: x*y = y*x, v X, yeG, atunci grupul (G,* ) este grup abelian
sau grup comutativ.

Reguli de calcul intr-un grup

Teorema (Regulile de simplificare): Fie (G,* ) un grup.

vX,a,beG,x*a=x*b — a=D>b (simplificarea la stinga)

vX,a,beG,a*x =b*x — a=D> (simplificarea la dreapta)

Teorema: Fie (G,* ) grup, a, b € G si a’ simetricul lui a. Ecuatia a*x = b are in G solutie unica
X = a’*b si euatia y*a = b are in G solutie unica y = b*a’.

Subgrup
Fie multimea G inzestrata cu legea de compozitie ,,*” si (G,* ) — grup , daca J # Hc G atunci
(H,* ) — subgrup daca verifica proprietatile:
1) vx,yeH= x *yeH;
2) vxeH= x’ eH;

Morfisme de grupuri

Fie (G,*)— cuelementul neutru e; si (G’,0)— cu elementul neutru e’ — doud grupuri; O aplicatie
f: G—> G’ — se numeste morfism de grupuri daca: f(x *y)=f(x) o f(y), vx,yeG;

Proprietati

1) fle)=¢’;
2) f(x*) = (f(x))";
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Izomorfisme de grupuri

O aplicatie f: G— G’ — se numeste izomorfism de grupuri daca:
1) f este bijectiva;
2) f este morfism de grupuri.

Observatie: Notatie pentru grupurile G si G’ izomorfe G~ G’
Endomorfisme de grupuri

Fie (G,*)— grup. Oricare morfism f: G—>G se numeste endomorfism al grupului G.
Automorfisme de grupuri

Fie (G,*)— grup; Oricare izomorfism f: G— G se numeste automorfism al grupului G.

INELE
Fie multimea A # & inzestrata cu legile de compozitie ,,*” si ,,0” :
1) *: Ax A—>A, (x,y) >x*y;
2) 0: AXA—>A, (x,y) > Xxoy;
mulfimea A impreunad cu legile de compozitie ,,*” si,,0” este inel daca verifica proprietatile:

1) (A, *) — grup abelian cu elemetul neutru e;
2) (A, 0 ) — monoid;
3) ,,0” este distributiva fata de ,,* ”:
1) x 0 (y*z) = (xoy) * (x02); VX, Yy, z€A,
i1) (x*y) 0 z = (x0z) * (yoz); VX, V, Z€A;

Notatia pentru inel este : (A,*,0).

Observatie: Daca legea de compozitie ,,0” este comutativd: X 0 y =y 0 X, Vv X, Ye A, atunci inelul
(A,*,0 ) —este inel comutativ.

CORPURI

2

Fie multimea K# J inzestrata cu legile de compozitie ,,*” si ,,0” :
) *: KxK—=>K, (x,y) =>x*y;
2)o: Kx K—K, (x,y) = xo0y ; mulimea K Tmpreuna cu legile de compozitie ,,*” si,,0” este corp
daca verifica proprietatile:
1) (K, * ) — grup abelian cu elemetul neutru e;
2) (K\{e},0)—grup;
3) ,,0” este distributiva fatd de ,,* ”: 1) x o (y*z) = (xoy) * (x0z); vX,y,zeK,
i1) (x*y) 0 z = (x0z) * (yoz); vX,y,zeK.

Notatia pentru corp este : (K,*,0).
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TESTE PROPUSE
SUBIECTUL II BACALAUREAT

TESTUL 1

1) Se cosiderd matricele A=(i _22), Iz=((1) 2)

a) Si se arate ci A2 — 3A + 21, =2- ((1) :i)

b) Sa se arate cd matricea A este inversabila si sa se calculeze inversa sa.

c¢) Dati exemplu de doud matrice X si YE M2 (R) \ {O2} pentru care X-Y=0;.

non

2) Pe multimea A= (0,00) definim legea "°” prin operatia xoy = \/xy.
b) Demonstati ca 1o (409)< (104) o9.
a) Demonstati ca 409€ N.

non

c) Demonstrati cd legea "°” nu este asociativa.
TESTUL 2

x—my+z=1

1) Se considera sistemul { x + my — z = m?, unde me€ R. Notim cu A matricea coeficientilor
x—y+z=1

sistemului.

a) Determinati m cu proprietatea ca det(A) = 0.

b) Rezolvati sistemul pentru m = 0.

c¢) Pentru m = —1, determinati solutia (xo, yo,,Zo) a sistemului, care verifica relatia 2xo + yo —zo = 2.
2) Pe Z se defineste operatia algebricd xey=x +y — m, V X, yE Z

a) Si se rezolve ecuatia ( x* +2x) o(x+m) = —2.

b) Sa se determinne me€ Z, pentru care e = 2021 este element neutru in raport cu operatia data.

non

c) Sa se arate cd legea "°” este asociativa.

TESTUL 3
1) Seda M={A(x) - <(x2+xz . 1 2)) /x ER }
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a) Sa se arate ca L& M .

b) Sa se arate ca A(x) este inversabila pentru orice x € R.

c) Sa se rezolve ecuatia A(0) - X = (; g)

2) Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y = xy—2-(x+y —3).
a) Calculati 3%4.

b) Aratati ca x*xy = (x—2)-(y—2) + 2.

c) Calculati 1% 2 * 3 * ... x 2021.

TESTUL 4

0 1 0 0 0 1
1) Se cosidera matricele A=|1 0 1 siB=|0 1 0

0 1 0
a) Calculati det(B).
b) Ardtati ca AB = BA.
c) Determinati numerele reale x pentru care det(B+xA) = 2.
2) Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xxy = 3(x+y-2) —xy.
a) Calculati 2+4.
b) Ardtati ca x*y=3— (x-3)-(y-3) pentru orice numere reale x si y.

c¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x* X *x = X.

TESTUL 5
1) Fie A=(_21 _42) si multimea M={X(a)| X(a) =aA+1,,a€ R}
a) Sa se arate ca X(a) -X(b)=X(atb), V a,be R.
b) Sa se arate ca exista e€ R astfel incat X(a) -X(e) = X(a),V a€ R.
¢) Sa se calculeze produsul X(2) - X(3) - ...- X(2021).
2) Pe multimea R definim legea de compozitie xoy = xy + x +y.

a) Sa se arate cd legea este asociativa.

b) Fie functia f:R — R, f(x)=x+1. Sa se verifice egalitatea f (xoy) = f(x)- f(y), V x,yE R.
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c) Sa se calculeze M =1lo=-o0=0, 0o —,
2 3 2021

TESTUL 6
1) Se considera punctele A(2,3), B(3,2), C,(2n+1,2n+1), n€ N.
a) Sa se arate ca punctele A, B, (,, sunt necoliniare pentru orice n€ N.
b) Pentru n=2 si se calculeze aria triunghiului ABC.
¢) Si se determine n€ N, pentru care distanta de la punctul C,, la dreapta AB este egali cu 8v/2.
2) Pe multimea R se considera legea de compozitie xoy = Xy —x—y + m, m€ R.
a) Pentru m=2 sd se determine elementul neutru al legii de compozitie.
b) Pentru care m€ R legea este asociativa?

¢) Daca m=2 sa se calculeze M = (-2021) o (=2020) o ..o (=1) o000 102 0.. ©o2021.

TESTUL 7

3x —5y+4z=>5
1) Se considera sistemul de ecuatiiy —4x +y +z = 1, unde a€ R.
x—y+z=a

a) Sa se calculeze determinantul matricei sistemului.

b) Sa se determine a€ R pentru care (1;2;3) este solutie a sistemului.

¢) Pentru a = 0, sa se rezolve sistemul.

2) Se considera legea de de compozitie xoy =xy + 2x + 2y + 2.

a) Sa se arate cd e = —1 este elementul neutru al legii de compozitie”®”.

b) Sa se determine x € R \{—2}, pentru care x+tx'=-2, x’ este simetricul lui x.

c) Sa se rezolve ecutia xox = 6.

TESTUL 8

a+2 0 -a 1 0 0
1) Se cosidera matricele A(a)= 1 0 1 ),unde aeRsilz=|0 1 0|
0 1 0 0 0 1

a) Aratati ca det(A(0)) = —2.
b) Determinati matricea Bx M3 (R) stiind ca a-:B = A(a) — 2-I3, pentru orice numar real a.

c¢) Determinati numarul real n pentru care det(A(n)-A(—n)) < 0.
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4(x+y)

2) Pe multimea M= [0, +o0) se defineste legea de compozitie x*xy= ryid

a) Calculati V4 3.
b) Ardtati ca x+0= x, pentru orice XEM.

c) Ardtati ca x*x < 2, pentru orice XEM.
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